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1. FORMA ALGEBRICA A POLINOAMELOR

Breviar teoretic

Fie (K, +,- ) un corp comutativ.

*  Unmonom de gradul ne N cu coeficienti in K are forma J,=a X" cua'ck’;

* Doud monoame f, =a, X" si f, =a, X" sunt egale daci m =n sia,=a,.

e Unpolinom de gradul ne N cu coeficienti in K are forma algebrica
f=a+aX+a,X* +..+a,X", unde a, a,.., a,cK sia K"

* Elementele a,, qg,,..., a, € K se numesc coeficientii polinomului f.

* Monomul f, =a,X" se numeste monom dominant al polinomului.

*  Mulgimea polinoamelor cu coeficienti in corpul K se noteazi K [X].

* Doud polinoame f =a,+aX +..+a,X" i g= by +b X +..+b,X", sunt egale daci au
acelasi grad, m=n, si a, =b,, a, =b,..,a, =b,.

¢ Numinl f(a)=a,+aa+a,a’ +..+a,a" se numeste valoarea polinomului f in o e K.
* Functia /:K > K, f(x)=a,+ax+..+a,x" se numeste functia polinomiali atagati
polinomului f.

*  Polinomul cu toti coeficientii nuli se numeste polinom nul.

Exercitii §i probleme rezolvate

L. - Sa se determine in functie de m € R, gradul polinomului f € R[.X], in cazurile:
) f=2+(m-1)X+(m*-1)X>.  b) [ =3m+(m=2)X* +(m* —3m+2) X°.
Solutie
a) - Polinomul este de grad 2 dacd m* —1+0, deci daci me R H=11.
Pentru m=1 avemcd f=2+0-X+0-X? =2, deci grad(f)=0.
Pentru m=—1 se obtinecd f=2-2X+0-X>=2-2X si grad(f)=1.
5) Ecuatia m* -3m+2=0 are solutiile reale m €{1,2}. Pentru me R\{1,2}, grad f =3.
Pentru m =1, f =3- X* si grad(f)=2.
Pentru m=2, f =6 si grad(f)=0.
2. Sa se determine gradul polinomului f €Z,[X], in cazurile:
2) f=2+§X+(m2+i)X2+(mz+m+4 X3, n=5;
o) f=m+(m—§)X+(m7 —m)X3, n=171

Solutie
———————————————————————
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a) in Z, ecuatia m’ +m+4=0 are soluia m =2. Daca m 6{6, 13 4}, grad( f)=3, iar
pentru m =2, f=2+3X si grad(f) =1.
b) In Z, ecuatia m’ —m =0 are solutiile m e Z,. Pentru m e Z, \{_’3,}, f=m+(m—§)X si
grad (f) =1, iar pentru m=§,f=§ sigrad (f)=0.
3. Si se calculeze valoarea polinomului f in cazurile:
a) feR[X], f=2+7X+11X*, a=-3; b) FeR[X] f=2+BX+27X, a=3;
©) feCXLf=X'+X*+l, a=—i; d feBdRL A X - Xiboo=4

Solutie
a) Valoarea polinomului este f (—3)=3+7-(—3)+11-(—3)2 = 80.
b) f(ﬁ)=2+J§-J§+3J§-3-J§=2+3+27=32.
o) f(-)=(-) +(-) +1=1-1+1=1

. A

d) f(4)=(4) it
4. Sise determine polinoamele f e K[X], in conditiile date:
a) f=aX?+bX+ceR[X], £(0)=1, F(1)=3, f(-1)=1;
b) f=aX’+bX’+ceClX], ()3, F(-1)=1, f(i)=-i
Q) f=X +2X'tbX +ack.X], Q=2 fH=2

Solutie
a) Seobtinecd f(0)=0+0+c=c, f(l)=a+b+csi f(=1)=a—-b+c. Rezultd sistemul de
c=1
ecuatii {a+b+c=3 cusolutiile a=b=c=1. Asadar, polinomul este f =X Ze X 1.
a-b+c=1
b) Seobtinecd f(1)=a+b+c, f(-1)=-a+b+csi f(i)=—ai—b+c sirezultd sistemul de
a+b+c=3

ecuatii {—a+b+c=1 . Prin scaderea primelor doua ecuatii se obtine cd @ =1. Substituind a =1

—ai—b+c=-i

b+c=2

in sistem vom avea { cusolutia b=c=1. Asadar f=X"+ X+l

—b+c=

¢) Avemca f(2)=2+2+2+a=2si f(I)=1+2+b+a=2. Secobiine sistemul de ecuatii

a+2b=-2 - . : - 4
7, cusolutiile b=2, a=0, deci f=X" +2X"+2X.
a+b=-1

5. Seconsidera f =(X+i)3 +(X—i)3 e C[X]. Si se calculeze f[tg %) si f(ctg%j.
Solutie

#
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Fie ¢ e C. Avem f(a)=(a+i)’ +(a-i) =® +3a%i+3ai’ +1 +&° = 3a%i + 3ai® - =
=20 ~6a. Dar a:tgf=ﬁ i rezultd ci f(\/§)=2~\/§-3—6\/§:0. Pentru

a=ctg§=? se obtine f[{) -£-l—6-£—2f 23 =- 16\/_

3 3 3
6. Sd sedetermine a,b € R pentru care polinoamele f, g e R[.X], f = X° +(a+4)X +b+1,
g=(a+b+6) X’ +3X -3 sunt egale.

Solutie

Punem conditii ca toti coeficientii polinomului f si fie egali, respectiv cu coeficientii lui g.
a+b+6=1

Rezulta egalititile: <a+4=3 cu solutiile a=-1, b=-4, deci f = o= X (3% 3
b+1=-3

7. S se determine polinoamele /€ R[X] de gradul doi stiind ca f (1+x) = f(2+x)+3x,
VxeR si f(3)=

Solutie

Fie f=aX’ +bX +c. Seobtine ci f(1+x)=a(l+x)’ +b(1+x)+c=
=ax’ +(2a+b)x+a+b+c, f(2+x)=a(2+x)2+b(2+x)+c=ax2+4ax+4a+2b+bx+c=
=ax’ +(4a+2b)x+4a+2b+c.

Se obtin egalitatile: ax’ +(2a+b)x+a+b+c = ax> +(4a+2b)x+4a+2b+c+3x sirezults

2a+b=4a+2b+3 2a+b=-3
sau
a+b+c=4a+2b+c 3a+b=0

Rezulti ci f =3X’-9X +¢. Din conditia £(3)=0 se obtine ci f(3)=c=0. Asadar
f=3r 3¢

sistemul de ecuatii { cusolutiile a=3, b=-9, ceR.

L. Se considerd polinomul f e R[X] f=(m’-3m+2)X*+2X?— (m+5)X +1. Sase
determine m € R astfel incat grad(f) = é

2. Seconsiderd polinomul feC[X], f = (m2 +1)X5 +(m+i)X*+X° ~2Xi+3i . Si se
determine m € C astfel incat grad (f)=3.

3. Sase discute in functie de m e R, gradul polinoamelor :

a) f=m-2)X’+mX’ -5X+3, f e R[.X];

) f=m-4m+3)X* +(m-1)X’+ X +1, feR[X].

4. Fie f,g e C[X],f =(m’ ~1)X* +2miX —85i g =(m* ~16)X> +(m+5)X> ~3X +m.
Pentru ce valori ale lui m € C, doui polinoame au acelasi grad?

5. 54 se determine parametrii a, b, ¢, d, e, astfel incat polinomul f's3 fie egal cu polinomul g,
daca:

“
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a) f=2X'+aX’-5X*+bX-15i g=cX*-10X’+dX’ +8X —e, f,geR[X];

b) f=X+7X’-3X+6,g=aX’+(a+b-DX’+(b-2c)X +a+c, f,g eRIX];

¢) f=3X +(a+2b)X+3c+bsi g=(a+b)X*+2X+2, f,geZX].

6. Si se determine a,b C pentru care polinoamele f,gC [X ] -

f=(2a+b)X* +(a-2b)X* +(a-2)X +1-b, g =(3a+2b) X’ -3bX* —(2a+b) X +3-a
sunt egale.

7. Se considerd polinoamele: £ =5X*+X*+3X’+6X+2si g=6X"+4X+1,
f,g€Z,[X].Sase calculeze f(1)+g(3).

8. Sise determine un polinom f € R[X], f =aX +b stiind ca:

a) fM=-54 f(=2)=7; b). f(-D=43si [Q)=12.
9, Si se determine un polinom f € R[X],grad(f) =2, astfel incat:

a) f(0)=-3f)=27(2=1; b) fO=5fCD)=-3/(3)=21.

10. Se considera polinomul f € R[X],f =2X*+aX’ +3X* +bX +c. Sise afle c € R astfel
incat f(1)+f(-1)=56.

11. Se considerd polinomul f =50X" +49X% +..+2X* + X, f e R[X].

a) Sasecalculeze f(1); b) Sisecalouleze f(1)+/(-1).

12. FieM = { feZlX ]l f=X*+aX + b} . S se determine numdrul de elemente al multimii M.

Precizati care sunt aceste elemente.
13. Cate elemente are multimea M = { feZJ[X]| f=aX’+bX +c,a<b< c} ? Precizati care

sunt acestea.
14. Si se determine un polinom f € R[X], grad(f)=2:

O+ Q) +..+ f(n)y=n’+2n",(V)neN.
15. S se determine un polinom f € R[X], grad(f)=1 astfel incat f(x*)=(f x)?, (V)xeR.
16. Si se determine polinoamele f € Z,[.X]de gradul 3 dacd f (6) =f (i) =f (2)

17. Si se determine functiile polinomiale asociate polinoamelor :
a) feZ[XlLf=X-X; bl fed [l f=X -X |

o) fellXlf=X's X 21X 4]

18. Si se determine polinoamele de gradul 4 in Z,[X], care au aceesi functie polinomiald cu:
a) f=X'+X+1;b) f=X’-2X+2.

19. Fie f e R[X], /=X’ -6X +8. S se calculeze f(a)pentru a =i/:—2«/5 +3/Z2\/§ .
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2. ADUNAREA SI INMULTIREA POLINOAMELOR

Breviar teoretic

* Fie f, g € K[X] monoame de gradul n, f=a,X", g=bX". Suma monoamelor fsig
este monomul € K[X], h=f+g=(a,+b,)X

* Dacad f,geK[X] sunt monoame, f=a,X”, g=bX", atunci f+g= a,X” +b X"

* Fie f, g € K[X] polinoame de gradul n, respectiv m, f=a+aX+.+a X",
g=b,+b X +..+b,X". Suma coeficientilor 1 si g este polinomul /e K[X],
h=(a,+by)+(a, +b) X +(a, +b,) X* +..+(a, +b,) X, +..., unde a, =0, dacd i > n si be,
dacd j>m.

* Arelocrelatia grad(f+g)< max(grad(f), grad(g)).

*  Produsul monoamelor f, g e K[X], f = a,X", g=b,X" este monomul e K[X],
h=ab X",

*  Produsul polinoamelor f =a,+a X +..+a, X" 5i g =b,+bX +..+b,X" este polinomul
heK[X], h=cy+c X+, X" +..+¢,,, X"™", unde ¢, =a,+b,, ¢, =a,b +ab,, ...,

G =ab,+a,_ b +..+ab,..

*  Areloc relatia grad (f-g) = grad(f)-grad(g).

Exercitii si probleme rezolvate

1. Sd se determine suma si produsul monoamelor:
a) fogeR[X], f=2X’, g=5X°; b) f.geClX], f=(1-1) X", g=(1+i) X"

) f.geZ[X], f=3X" g= 2X2

Solutie
) f+g=(2+5)X’=1X° f-g=2-5X°=10x°%
b) f+g=(1-i+1+i)X* =2x* Sre={ i)+ =0x,
o fre=(3+2)x*=0.x% fg=32x*=1x".

2. Sa se determine suma polinoamelor f, g in cazurile:
a) f,geR[X], f=3X"+4X-3, g=-2X2+5X+3;

b) f,geQX] f=2+43X"-X, g=7X+X’;

©) f.8€Z,[X], f=2+5X+3X? g=5+2X+4X + X°.

Solutie
8) f+g=(3X"+4X-3)+(2X"+5X +3)=(3-2) X" +(4+5) X ~3+3= X2 4 0X;
b) =(2+3X2 )+(7X+X3)=2+3X2+7X+(—1+1)X3=2+7X+3X2;
¢) =( +5X+3X2)+(§+2X+4X2+X3)=(2+§)+(§+2)X+(§+4)X2+X3=

0+0-X+0-X2+ X’ = X°.

h
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3. Sise efectueze produsul polinoamelor f, g in cazurile:
a) f,eeQXlf=1-X, g=1+X+X*-X°
b) f,geR[X]f=1+2X+X’, g=1+X-X%
Q) figeZX] f=1+2X, g=1+X +2X°.
Solutie
a) Avem f-g=(1-X)(I+X+X’-X’)=14+X+ X’ - X’ -X-X'-X’+ X' =
=1-0¥ 134
b) Seobtine: fg=(1+2X+X*)(1+ X -X*)=1+X - X’ +2X +2X* -2X° e
¥ o xiema 2 X -
4. Si se aduca la forma algebrica polinomul:
a) f=(X+1) +2(X-1) eR[X];
b) f=(X-1)(X*+1)+(X +2)(X - X*)eC[X].
Solutie
a) Avem f=X’+2X+1+2(X>-2X +1)=3X"-2X +3.
b) Avemcd f=(X’+X-X*-1)+(X*-X° +2X -2X*)=-2X" +3X -1.
5. Si se determine polinomul f e K[X], in conditiile:
a) f-(X—1)=X3+X—2,K=§i; b) f-(2X—1)=8X3—1,K=@;
0) (X2 +X+i)-f=X4 Xl Ko
Solutie
a) Din proprietatea gradelor se obtine ca grad( f)+1=3, deci f este polinomde gradul 2.
Fie f =a+bX +cX’. Egalitatea dati se scrie: (a+bX+cX2)-(X—1) =X*+X-2 sau
dupa efectuarea produsului de polinoame: ¢X° +(b—c)X* +(a~b)X —a= Xla X2
Polinoamele obtinute sunt egale daca c=1, b—c=0, a-b=1 §i —a= —2. Rezultacd a=2,
b=1,c=1 deci f=2+X+X".
b) Polinomul f trebuie sd aiba gradul 2, deci are loc egalitatea
(aX >+bX +c)(2X ~1)=8X> —1. Se obtine, dupa efectuarea produsului de polinoame:
2aX> +(2b-a) X* +(2c-b) X —c=8X 3 _1. Din egalitatea de polinoame se obtin relatiile
2a=8, 2b—a=0, 2c—b=0 si —c =—1, cusolutiile a =4, b=2,c=1, deci f =4X*+2X +1.
¢) Gradul polinomului f trebuie sa fie 2, deci f =aX 2 +bX +ceZ,[X]. Se obtine egalitatea
(X2 + X +i)(aX2 +bX +c) = X* + X2 +1 sau dupa efectuarea produsului
aX' +(a+b)X* +(a+b+c) X’ +(b+c)X +c= X* + X? +1. Din egalitatea polinoamelor rezultd
ci a=i,a+b:6, a+b+c:i, b+c:6 si e Astfel, a=i, b=—a=—i=2, c=——b=—2=i

sic=1, deci f=X2+2X +1

W
e
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6. Sa se determine polinoamele f, g € C[.X], de gradul 1, daca
(X243X+2)- f+(X2 +l)g=X>-2X+2.
Solutie
Fie f=aX +b, g =cX +d. Se obtine ca (X° +3X +2)(aX +b)+(X* +1)(cX +d) =
= X?—2X+2 sau dupa efectuarea produselor: (a+c) X +(3a+b+d)X> +(2a+3b+c)X +

2b+d =X -2X +2.
Egalitatea polinoamelor implicd: a+c¢=0, 3a+b+d = L, 2a+3b+c=-2, 2b+d=2, cu

1 1 1 1 1
solutiile a=b=-—, c=—, d =3. Asadar =——X——, g=—X43,
L et g st B da i

Exercitii si probleme propuse

1. Sa se efectueze suma si diferenta urmitoarelor polinoame:
a) f,geQ[X],f=X’+2X"-X+1,g=-2x"-1;

b) f.geR[X],f=-X"+2X°-3,g=X°-2X"+3:

c) figeR[X],f=4-2X+X g=2x*_Xx°;

d) f,geaf:[X],f=iX3+(1+2i)X2—(1—i)X—i,g=—iX3+(1—2i)X2—(1+i)X+i;
) figel[X], =20+ X+3,g=3x"42¥ 42

2. Calculati f+g—#h,in urmitoarele cazuri:

) f.gheR[X],f=X" -2 43X -1g=X'42X°+4X° - Lh=X’-2X2-2;
b) f.gheC[X],f=X'~iX+1+i,g=—X"—ih=—iX+1;

) figheZ [X], /X420 L p=Xirl =X 105

3. Sdsedetermine f+g,—f,~g si f—g daca:

a) f,gEQ[X],f=%—2x+4X3,g=—1+§X—3X2;

b) f.geR[X].f=2X"-3X"_2X+1,g=2X"+3X*-2Xx_1;
) fgeC[X]f=X"—iX’+(1+))X -3i,g =iX’ ~(1-i) X +2i.
&) foeZ XL FoX 12043301,

4. 54 se efectueze produsul polinoamelor 1 si g 1n cazurile:

a) feeR{XLi=Xtlg-X'-X'4Xx-1;

b) f.geR[X],f=X’-X+lLg=X+2;

c) f,geR[X],f=X3—X+1,g=X3+X—1;

d) f,geClX],f=iX’+(1+i)X-1,g=—iX+1;

&) f.8el[X],f=X+2X+3,g=X" 3.

5. Sa se calculeze:

2) 5f-3g,daci f,geC[X], f=(X-2) +(X+2)"si g=(X+2i) +(X-2);

m_—mﬁ

Inele de polinoame . 11



